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2. 「成分」と「基底」の変換の相違点 
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図1. ベクトル a の反時計方向θ回転操作 
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の結果，ベクトル a はa ′に変換される)。この操作によりベクトルの成分 ),( yx は新しい成
分 ),( yx ′′ に移動する1。操作前後の成分を与える式 
 φφ sin,cos ayax ==  (1) 
 )(sin,)(cos θφθφ +=′+=′ ayax  (2) 
より， 
 θθθφθφ sincossinsincoscos yxaax −=−=′  (3) 











































































                                                  
1 図1からもわかるように，座標軸は動かさない。 






































































































a  (10) 
と表していることになる2。これは，ベクトル a を基底 neee ,,, 21 ⋯ を用いて(きちんと)表現
した 























21 ),,,( eee  (11)-2 
の中の基底部分を省略し，成分部分だけを記すことに対応する 3 ( 厳密には，
「 naaa ,,, 21 ⋯ 」を，ベクトル a の基底 neee ,,, 21 ⋯ に関する成分と呼ぶ)。したがって，成
分の表記として式(10)のような列ベクトル型表記を採用するのであれば，基底に関しては行
ベクトル型表記を採用する必要がある。基底あるいは成分の一方を列ベクトル型で表記し，
                                                   
1 具体的な混乱の例は5.2で詳説する。 









基底と成分の表記を区別することの必要性を認識するために，2つのベクトル a, b の内積
ba ⋅ を計算することを考えてみる。内積の結果が 










































ba および  (13) 
に対して， 
























21 ),,,(  (14)-2 
abt=   (14)-3 





























21 ),,,(  (15)-2 
                                                   
1 線形代数学の多くの教科書がこの表記を採用している。 
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ba ∗=t   (15)-3 








1 naaa +++= ⋯  (16)-2 
nnaaaaaa
























21 ),,,(  (16)-4 
aa∗=t   (16)-5 
以上のことから，実数成分の場合は， abba ⋅=⋅ であるが，複素成分の場合には，
∗⋅=⋅ )( abba となることがわかる。また，行列のエルミート共役を表す記号(†)を使えば，
















































21 ),,,(),,,( eeebeeea および  (17) 
であるから， 
















































                                                   
1 転置複素共役をエルミート(Hermite)共役と呼ぶ。通常，行列 A のエルミート共役をとった行列を †A で表す
(成書によっては，エルミート共役をとることを ∗A と書くものもあるので注意する)。エルミート共役の行列が


















































































































21 ),,,(  (18)-5 
nnbababa
∗∗∗ +++= ⋯2211  (18)-6 
となる。ここで，基底に関する規格直交性 ijji δ=⋅ee および行列の積の転置に関する性質




































                                                   






















































































21 ),,,( eeea  (22) 
と書けることはすでに述べた。このベクトル a に操作 R を施して得られるa ′ (つまり，Ra)
































                                                   
1 実数成分の変換行列は直交行列であり，直交行列 A の逆行列は行列 A の転置行列である( EAAAA tt == )。ま
た，複素数成分の変換行列はユニタリー(unitary)行列であり，ユニタリー行列 A の逆行列は行列 A の転置複素


















































21 ),,,( eee  (24)-2 
と書くことができる。したがって，「成分を変換する」と表現しているものの，一旦，操作
R が基底に作用する段階を考えなければならない。基底の1つ ej に操作 R が作用すると Rej
になるが，変換を受けた1つの基底は，変換を受ける前の基底群の1次結合1で表すことがで
きるから[この2次元版の例が式(7)である]， 



























21 ),,,( eee  (25)-2 






































































21 ),,,( eeea  (27) 
となるから，式(23)と式(27)を比較して， 
























































重固有関数群 nψψψ ,,, 21 ⋯ は1つのベクトル空間を形成する基底関数となる。これらの中の
1つの関数 ψl に操作 R を作用させた結果生じる関数 ll Rψ≡ψ′ がもとの n 個の固有関数の線
形結合でどのように表されるかを示すものが変換行列である2。また，基底を，互いになす
角度が90°であるというような直観的な空間ベクトルの集まりと考える必要はなく，たとえ


































































































































右辺  (31)-1 
                                                   
1 数学的には，これを「ベクトル空間を張る」という。 









































































 jiij RR ee ⋅=  (32) 
と書くことができる。この行列の成分 ijR を「行列要素」(matrix element)と呼ぶ。 
上述したように，量子論で扱う一組の基底関数群 }{ iφ を考え，操作 R を演算子に置き換え



































































































































































































































































































































































































  (36)-5 
と変形することができる。ここで，式(35)-2と(36)-5が等しいことから， 
 ∫ τφφ= ∗ dˆ jiij RR  (37) 
となる。これが量子力学において頻繁に登場する「行列要素」であり，この要素を成分にも
つ行列[式(35)-2]を演算子 Rˆ の「演算子行列」と呼ぶ1。特に，行列要素の間に jiij RR =∗ の関
係があるとき，つまり， 
 ∫∫∫ τφφ=τφφ= τφφ=
∗∗∗
∗
∗∗ d)ˆ(dˆdˆ jijijiij RRRR  (38) 
と 
                                                   














 τφφ=τφφ= ∫∫∫ d)ˆ(dˆdˆ ijijijji RRRR  (39) 
が等しいとき，演算子 Rˆ を「エルミート(Hermite)演算子」と呼び，対応する行列 R を「エ
ルミート行列」と呼ぶ。式(38) = 式(39)をブラ・ケット表記1すると， 
 ijji RR φφ=φφ
∗
|ˆ||ˆ|  (40) 
となるが，式(40)の左辺は， 
 ijji RR φφ=φφ
∗
|ˆ||ˆ| †  (41) 





























21 ),,,( eeea  (42) 
と書ける。基底 neee ,,, 21 ⋯ を操作 R で変換すると4新しい基底 neee ′′′ ,,, 21 ⋯ ができ，この新



























21 ),,,( eeea  (43) 
と書くことができる。操作 R で変換されてできた新しい基底に対応する成分は，操作 R で
変換されたベクトルの成分[式(23)の naaa ′′′ ,,, 21 ⋯ ]と同じではないので，式(43)の成分には
」「 ′′ を付けた。ところで，もとの基底の中の1つ je に操作 R を作用させると新しい基底 je ′ と
なるが( jj Ree ≡′ )，基底の変換については，すでに前節の式(26)で結果を得ている。した
がって，新しい基底 neee ′′′ ,,, 21 ⋯ は， 





















































21 ),,,( eeea  (45) 


















































                                                   
1 この行列 R は「基底の取り替え行列」とも呼ばれる。 





































































量子論で扱う一組の固有関数群 }{ iφ を基底として考え3，演算子 Rˆ を作用させて新しい固











































































































                                                   
1 このことを，基底と成分の変換の反傾性(contragredience)という。 
2 この点にあまり注意を払わなくても，群論における指標の解説において大きな問題が生じないのは，変換行列

































































⋱  (51)-2 
であるから，行列 R の i 行 j 列成分 ijR は 
























































































が得られる。したがって，行列 1−R の i 行 j 列成分 ijR )( 1− は， 
 τφφ′= ∫ ∗− d)( 1 jiijR  (56) 
で与えられる。一方，式(52)の添字 i と j を入れ替えて得られる 
 τφ′φ= ∫ ∗ dijjiR  (57) 
の複素共役をとると， 
 ∫ τφφ′= ∗∗ djijiR  (58) 
となるから，式(58)は式(56)に等しい。したがって， 
 2-16
 ∗− = jiij RR )(
1  (59) 
の関係がある。つまり，行列 R の逆行列 1−R は，行列 R の転置複素共役(つまり，エルミー
ト共役)をとったものである。これを行列表記すると， 
 †RRR t ≡= ∗−1  (60) 
と書けるから， 




ばれ，その逆行列 1−R は転置行列 tR となる( ERRRR tt == )。直交行列による変換は「直交
変換」と呼ばれる。 
ここで，ユニタリー行列の重要な特徴である，「異なる列同士あるいは異なる行同士が直



















* d  (62)−1 






















kjki RR  (62)−2 
ijji δ=τφ′φ′= ∫ ∗ d  (62)−3 
であるから，第 i 列と第 j 列は直交している。なお，式(62)-2から式(62)-3の変形には式(48), 












































kjki RR  (63)−2 
ijij δ=τφφ= ∫ ∗ d  (63)−3 
より，やはり直交していることがわかる。なお，式(63)-2から(63)-3への変形には式(53)，
 2-17






























21 ),,,( eeea  (64) 




























21 ),,,( eeea  (65) 
































21 ),,,( eeea  (66) 






















































21 ),,,( eee  (67)-2 
                                                   
1 操作 S を先に行ったあとで操作 R を行うことを意味する。 




























































































 (成分，操作RS ) (68) 
が得られる。成分 }{ ia で表されるベクトルa に対して，(基底は動かさず)連続操作RS を施
して得られる新しいベクトルa ′をもとの基底で表した成分 }{ ia ′′′ を得るには，成分 }{ ia に最






























21 ),,,( eeea  (69) 
























































21 ),,,( eeea  (71) 
が得られる。もともと，ベクトル a は基底 neee ,,, 21 ⋯ を用いて 
                                                   
















































































































































に施すことを，個々の操作に対応する変換行列を操作の順にかけ合わせた ]][[ SR という行
列の積で基底を変換していると解釈すればそれほど不自然には感じられないであろう[式(44)
の ][ R を ]][[ SR に置き換えたものが式(70)と見ることができる]。また，基底を変換した
際の成分の変化を表す結果[式(74)]についても，2番目に施す操作 R 由来の行列 ][ 1−R が最
初の操作 S 由来の行列 ][ 1−S よりも先にかけられているが，RS という操作順の積行列
]][[ SR の逆行列 1])][([ −SR  = ]][[ 11 −− SR によって変換されていると考えてもよい[単
一操作の式(47)の 1−R を 1)( −RS に置き換えたものが式(74)と見ることができる]。 
先に示した，(基底は動かさず)ベクトルに連続操作を施す際の成分の変換[式(68)]は，最初
に施した操作 S による結果(成分)に，引き続き操作 R を施すと連続操作RS による結果が得
られることを意味している。つまり， 
                                                   












































































































連続操作の操作順と計算の順番の関係を，2次元空間の基底 ),( ji に対する変換で考えるこ
とにする(i と j を，それぞれ2次元平面の x 方向，y 方向の単位ベクトルと考えるとよい)。
操作 R と S による変換がそれぞれ次のように与えられているとする。 


















RR jijiji  (76) 


















SS jijiji  (77) 
これらを展開して書き下すと，以下のようになる。 
 jii 2111 RRR +=  (78) 
 jij 2212 RRR +=  (79) 
 jii 2111 SSS +=  (80) 
 jij 2212 SSS +=  (81) 
RS という連続操作は，最初の操作 S によって変換されてできた新しい基底 ),( jiS に R を施
すことである。そこで，式(80)の iS に対して操作 R を施すと， 
)()( 2111 jii SSRSR +=   (82)-1 
ji RSRS 2111 +=  (82)-2 
)()( 221221211111 jiji RRSRRS +++=  (82)-3 
ji )()( 2122112121121111 SRSRSRSR +++=  (82)-4 
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となる。また，式(81)の jS に対して操作 R を施すと， 
)()( 2212 jij SSRSR +=  (83)-1 
ji RSRS 2212 +=  (83)-2 
)()( 221222211112 jiji RRSRRS +++=  (83)-3 
ji )()( 2222122122121211 SRSRSRSR +++=  (83)-4 
となり，式(82)と(83)をまとめて行列表現すると， 


















































= SRji,  (84)-3 
が得られる。この結果は式(70)の2次元版となっている。一方，成分の変換の式(75)，つま
り，式(68)型のような代入型の計算により，式(80)の iS を式(78)右辺の i の部分へ，式(81)
の jS を式(78)右辺の j の部分へ代入すると， 
jii SRSRSR 2111)( +=   (85)-1 
)()( 221221211111 jiji SSRSSR +++=  (85)-2 
ji )()( 2221211112211111 SRSRSRSR +++=  (85)-3 
となり，式(82)と一致しない。 
以上の議論は次元にかかわらず成立するので，1つ次元を上げて3次元空間の基底 kji ,, の
変換として直観的な例を考えてみることにする。操作 R を x 軸まわり1の90°反時計回転，
操作 S を z 軸まわり2の90°反時計回転と定義する3(図4)。 
それぞれの基底に対する操作 R と S の変換行列は， 















,,,,,, kjijkikjiR  (86) 
                                                   
1 i のまわりではないことに注意。 
2 k のまわりではないことに注意。 
3 それぞれの軸の正の方向(＝“矢印”側)から見て回すとする。 
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,,,,,, kjikijkjiS  (87) 
である。式(70)にしたがって，連続操作 RS に対する変換を考えると， 































































,, kji  (88)-3 












図4. 基底への回転操作 R および S 
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,,,, kjikji  (89)-1 

















,,,, kijkij  (89)-2 











 321 φ+φ+φ−=ψ  (90) 




































),,( 321321  (91) 
が式(22)に対応している。 
まず，(基底を変化させないで)操作 S による関数ψの変換
















),,( 321321S   (92) 
と表され，式(91)と同じ形であるが，対応する式は式(22)で
はなく式(23)である3。式(91)の成分は変換前の }{ ia であり，
式(92)の成分は変換後の[式(23)の] }{ ia ′ であるから，これら
成分間の関係は式(28)の形で表されるはずである。このと
き，操作 S に対応する行列 ][ S が必要となるが，この行列
][ S は，式(26)で見たように，基底が操作 S によってどう
変換されるかを調べればわかる。そこで，図6を見ながら，
操作 S による各基底の動きを見ると， 
233211 ,, φ=φφ=φφ=φ SSS   (93) 
であるから， 






















),,( 321321   (94)-2 





















S  (95) 
                                                   

































































































}{ ii aaS  (96) 
となり，確かに成立している。 

































































R  (100) 







































































}{ ii aaR  (101) 
が成立している。 
次に，連続操作を考える。関数ψに対して最初に操作 S を施し，次いで操作 R を施して得






















図8. 操作 R を施した結果 Rψ 
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ia  (103)-2 
となり，確かに式(68)が成立している。また，操作順を逆にし
















),,( 321321SR  (104) 






























































































































332211 ,, SSS SSS φ≡φφ≡φφ≡φ   (106) 
という変換後の基底が新しい基底として定義されている点で
ある1。変換後の基底 ),,( 321 SSS φφφ を用いて図7の関数ψを
表すと， 
                                                   





























),,( 321321 SSSSSS  (107) 
となる。式(107)中の成分 }{ ia ′′ と基底変換前の式(91)の成分 }{ ia の間には式(46)型または式
(47)型の関係が成立するはずであり，ここでは式(47)型を確認するために行列 S の逆行列














































































































),,( 321321 RRRRRR  (110) 
となる。操作 R についても式(47)型の関係を確認しておく






















































































































),,( 321321 RSRSRSRSRSRS  (113) 
となる。基底に対する連続操作の前後での成分の変換として，
式(73)あるいは式(74)が成立するはずである。すでに得てい










































































































































































































































ia  (115)-2 





















































































































ia  (116)-2 













































































































































































































































は文献を指し，「本書」は本 monograph を指します。 
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文献3. G. Burns, Introduction to Group Theory with Applications (Academic Press, 
New York, 1977, 初版) 
同書 p. 41に「Note that the set of square matrices obtained by considering how 








の部分(同書 p. 401)にも関連した解説が与えられている]。Appendix 5の前半部分(同書 p. 
398)では，基底の変換と成分の変換の反傾性についてもふれている。pp. 127～131では
関数に対する対称操作(変換)の一般論(付録3参照)を解説している。 
本文献の部分訳本3である中村輝太郎, 澤田昭勝「物性物理学のための 群論入門」(培風館, 




文献4. 小野寺嘉孝「物性物理/物性化学のための 群論入門」(裳華房，1996, 初版) 
                                                   
1 文献1は，射影演算子を「Van Vleck の“generating-machine”」と呼んでいる。 
2 見落としがちな添字順について明確に述べるなど，配慮が行き届いた良書である。 









文献5. L. M. Falicov, Group Theory and Its Physical Applications (The University of 







文献6. M. Hamermesh, Group Theory and Its Application to Physical Problems (Dover, 





文献7. P. R. Bunker, Molecular Symmetry and Spectroscopy (Academic Press, New 
York, 1979, 初版)1 
同書 p. 64の基底の変換を示す式(5-49)に本書の式(119)の表記を採用し，行列表現[同
書，式(5-51)]でも基底を列ベクトルで書いている。また，p. 83の BIBRIOGRAPHICAL 
NOTES において，同書の式(5-49)が本書の式(121)や E. P. Wigner, Group Theory 
(Academic Press, New York, 1959)2の式と添字順が異なり，変換行列が逆行列の関係に
なっていることを指摘している。Bunker 氏は別の著書，P. R. Bunker, P. Jensen, 
Fundamentals of Molecular Symmetry (Institute of Physics Publishing, Bristol, 





文献8. 上村 洸, 菅野 暁, 田辺行人「配位子場理論とその応用」(裳華房, 1982, 第7版) (初
                                                   
1 置換反転群(permutation-inversion group)に関する名著である。第2版は，P. R. Bunker, P. Jensen, 
Molecular Symmetry and Spectroscopy, 2nd ed. (NRC Research Press, Ottawa, 1998). 
2 原本は E. P. Wigner, Gruppentheorie (Frederick Vieweg und Sohn, Braunschweig, 1931)。日本語版は森














文献10. S. Califano, Vibrational States (John Wiley & Sons, New York, 1976, 初版) 











文献12. 小出昭一郎「量子力学(I)」(裳華房，1969, 初版) 
同書第6章(行列と状態ベクトル)において，基底にも本書の式(119)型表記を採用してい
るが，p. 121で「演算子を表すものと，座標変換を表すものとは，その意味がまったく異






文献13. M. Weissbluth, Atoms and Molecules, 2nd ed. (Academic Press, New York, 
1978, 初版) 






文献14. P. W. Atkins, R. S. Friedman, Molecular Quantum Mechanics, 3rd ed. 
(Oxford University Press, Oxford, 1997, 初版)1 
同書 pp. 128付近で，行ベクトルで書いた基底に変換行列を右からかける式を記してい
る。同書 p. 129の式(4)は本書の式(121)型表記である。また，p. 132では連続操作の変換
行列が本書の式(70)と同じになることを示している。 
 
文献15. H. Eyring, J. Walter, G. E. Kimball, Quantum Chemistry (John Wiley & Sons, 











文献17. P. F. Bernath, Spectra of Atoms and Molecules, 2nd ed. (Oxford University 
Press, New York, 2005) 








る。まず，直交座標軸の基底としてのベクトル2 ),,( zyx を z 軸まわりに180°回転する変換
の記述の中で， ),,( zyx を列ベクトル表記している。その後，同書 p. 46下部において，1つ
のベクトルを成分と基底(単位ベクトル)の行列を用いて表す際には，本書の式(11)-2型の表
記(成分：列ベクトル，基底：行ベクトル)を用いている。ところが，同書 p. 50において，
基底である4つの原子軌道 )p,p,p,s( zyx に対して対称操作を施して得られる表現行列を示す







軌道 )p2,p2,p2,s2( zyx を右まわりに回転する表現行列の中の， xp , yp 軌道の変換を与え


















と対応しなくなっている。また，p. 60の最上段の変換を表す式は，3つの水素原子(A, B, C)
が A → C, B → A, C → B と移動することを意味しているが，p. 59最下段の図(左まわり回








ある状態関数 jΨ が基底関数系 }{ iφ の線形結合で表されるとする5。 
                                                   












































21 ),,,(  (123) 
となる。このように，基底関数(固有関数系)の線形結合で作られる状態関数は，固有状態の
重ね合わせ状態であり混合状態とも呼ばれる。ある演算子 Aˆ に対する状態関数 jΨ の期待値
(平均値) 





































































































































































































21 ),,,(  (125)-3 
ここで，Aij は基底関数 iφ と jφ の間の演算子 Aˆ の行列要素と呼ばれ， 
 ∫ τφφ≡ ∗ dˆ jiij AA  (126) 
で定義される。式(125)-2にある Aij を成分とする行列を演算子 Aˆ の行列(または演算子行列)
という。同じ演算子でも基底関数の取り方に依存して行列要素は異なるものになるから，演
算子に対応する行列が一義的に決まるわけではない。当然ながら，基底関数系として演算子
Aˆ 自身の固有関数系をとると，演算子行列は対角行列となり，対角成分に演算子 Aˆ の固有値
 2-36
が並ぶことになる1。混合状態は，必ずしも演算子 Aˆ の固有状態とはならない(＝固有値をも
つとは限らない)が，演算子 Aˆ に対応する物理量の期待値は式(125)で与えられる2。 
行列要素の間に jiij AA =∗ の関係があるとき，演算子 Aˆ をエルミート演算子，行列 A をエ
ルミート行列と呼ぶ。系が取りうる演算子 Aˆ の固有値とそれぞれの固有値に対応する固有関
数を得るには，演算子行列の対角化を行う必要がある。まず，式(123)の表記をもとに状態






























2121 ),,(),,,(  (127) 




























































































































































































































































































































































                                                   
1 通常は，固有値，固有関数を得ることが目的なので，はじめから系の固有関数で行列要素を計算することはな
い。 




















































































































 ACC†  (131) 
と表すことができ，演算子 Aˆ がエルミート演算子の場合には，式(131)を対角行列にするよ
うなユニタリー行列 C が必ず存在する1。このとき，式(128)の非対角要素がすべて0となり，
nΨΨΨ ,,, 21 ⋯ が演算子 Aˆ の固有関数となる。対角化された結果としての行列を D と書くと， 
 ACCACCD 1−== †  (132) 
となり，行列 D の対角要素にずらりと演算子 Aˆ の固有値が並ぶことになる2。ここで，行列







 ACCCACCACACCACCACCACC ttttttt †††††† ====== ∗∗∗∗∗∗∗ )()()()(  (133) 




ところで，式(132)の両辺に左から行列 C をかけて変形すると， 
 0=−CDAC  (134) 
が得られる。この式をあらわに書くと， 
                                                   
1 エルミート行列(対称行列)がユニタリー行列(直交行列)で対角化できることは，線形代数学の定理である。実際
問題としては，演算子行列を対角化するように行列 C を決めればよい。 










































































































mjim dccA  (136) 
















mjjimim cdA  (138) 






















が成立する。この連立1次方程式が njjj ccc ,,, 21 ⋯ について自明でない解1をもつためには係

























jd を式(139)に代入して， njjj ccc ,,, 21 ⋯ の比を決定するという道筋をとる3。しかし，式
                                                   
1 「自明な解」は， 021 ==== njjj ccc ⋯ である。 
2 重根は縮重状態に対応する。 




すい。D. G. Lister, J. N. Macdonald, N. L. Owen, Internal Rotation and Inversion. An 
Introduction to Large Amplitude Motions in Molecules (Academic Press, London, 1978, 







naaa ,,, 21 ⋯ に対して1次関係式 





















                                                   
1 1次独立を線形独立，1次従属を線形従属という場合もある。 
2 自明な1次関係式とは，すべての係数 ic が0である1次関係式のことである。 
3 数学的には単に「基」と呼ばれることが多い。 
4 規格直交系と同じ意味である。 






空間V (n 次元)から空間V ′ (m 次元)への1次写像1 f を考える(図13)。 
空間 V の基底は },,,,,{ 21 nj aaaa ⋯⋯ であり，空間V ′の基底は },,,,{ 21 mi aaaa ′′′′ ⋯⋯ であ
る。空間 V の中の1つの要素x は空間 V の基底 },,,,,{ 21 nj aaaa ⋯⋯ の線形結合 
 ∑=++++=
j




































21 ),,,,,( aaaax  (142) 
となる。x に変換2 f を作用させると yx ≡)(f になるが， yx ≡)(f は空間V ′の要素であるか
ら，空間V ′の基底 },,,,{ 21 mi aaaa ′′′′ ⋯⋯ の線形結合で表すことができ， 
 ∑ ′=′+′++′+′=≡
i
iimnii yyyyyf aaaaayx ⋯⋯2211)(  (143) 
つまり， 
                                                   
1 線形写像とも呼ばれる。なお， VV ′= のときは1次変換あるいは線形変換と呼ばれる。(ただし，成書によって
は線形(1次)写像を線形(1次)変換と同じ意味に用いているものもある。) 
2 変換を演算子と呼んでもよい。 
基底 },,,,,{ 21 nj aaaa ⋯⋯  基底 },,,,{ 21 mi aaaa ′′′′ ⋯⋯  
V V ′  
x  yx ≡)(f  
f  
ja  )( jf a  






































21 ),,,,,()( aaaayx  (144) 
となる。 f によるx の変換[ f を式(141)に作用させる]の中身をあらわに記すと， f は線形
写像であるから， 
)()( 2211 nnjj xxxxff aaaayx ⋯⋯ ++++=≡  (145)-1 
)()()()( 2211 nnjj xfxfxfxf aaaa ⋯⋯ ++++=  (145)-2 
)()()()( 2211 nnjj fxfxfxfx aaaa ⋯⋯ ++++=  (145)-3 
∑=
j





































21 ))(,),(,),(),(()( aaaayx  (146) 
となる。式(146)に含まれている，空間V の基底 ja が f で変換された )( jf a  ( nj ,,2,1 ⋯= )
は，変換先の空間V ′の要素であるから，空間V ′の基底 },,,,{ 21 mi aaaa ′′′′ ⋯⋯ の線形結合で
表すことができ， 
mmjiijjjj aaaaf aaaaa ′++′++′+′= ⋯⋯2211)(  (147)-1 
∑ ′=
i
























































































































21 ),,,,()( aaaayx  (150) 
と表すことができる[好みにもよるが，式(150)の方が式(149)よりも構造がわかりやすい]。



















































































































































































































































を得る。空間 V と空間V ′は基底自身も基底の数も異なるので( mn ≠ )，変換後の要素




yx ≡)(f を変換後の空間の基底 },,,{ 21 maaa ′′′ ⋯ と変換前の成分 ),,,( 21 nxxx ⋯ だけで表す
ことはできないが，表現行列が変換後の成分 ),,,( 21 myyy ⋯ と変換前の成分 ),,,( 21 nxxx ⋯
成分の食い違いを解消し，両者を接続する役割を担っていると解釈することができる。なお，
VV ′= の場合， nm = となるから変換行列は正方行列になる。 
式(152)は空間V の1つの要素 x の成分の変換を表した式であるが，同じ基底に対応する変
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A  (156) 
となる。 
 
                                                   












































































































































A  (159) 
となる。 
 




































































































































































































A  (162) 
となる。 
 
- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 
 
VV ′= の場合に，基底を },,,,,{ 21 nj aaaa ⋯⋯  → },,,,,{ 21 nj aaaa ′′′′ ⋯⋯ と変換し，1













































21 ),,,,,( aaaax  (164) 
となる。基底の変換については，式(147)つまり式(148)が成り立ち，式(151)-2の表記は















































































































































































































































の表現行列 R の間に 1−= RA の関係があると考えればよい。 
 






関数を )(rf と表記するとき，r は空間の位置(たとえば，原子核の位置)を意味する座標で
あり， )(rf は空間の位置r に関数 f があることを意味している1。 )(rf が分子の電子波動関
数であるとき，座標r に対称操作 R を施すことは，電子波動関数 f は動かさないまま，原子
核の位置だけを対称操作に従って動かすことに相当するから( rrr R≡′→ )， 
 )()( rr ′≡ fRf  (169) 
と表すことができる。一方，関数 f に対称操作 R を施すことは，原子核を固定したまま電
子波動関数だけを対称操作によって動かすから( fRff ′≡→ )， 
 )()( rr fRf ′≡  (170) 
と表現することができる(言い換えると，もともと関数 f があった位置r に関数 f ′が動いて
来る)。原子核と電子を両方一緒に動かした場合は何も変化がなく2， 
 )()()()( rrrr ′=≡′′= RfRRfff  (171) 
であるから， 
 )()( rr fRf =′  (172) 
が成り立つ。 rr ′=R より， 
 rr ′= −1R  (173) 
であるから，式(172)に式(173)を代入して 
 )()()( 1rrr ′==′ −RffRf  (174) 
が得られる。左辺と右辺のr ′は同じものであるから，r ′をr に書き換えれば， 
 )()( 1rr −= RfRf  (175) 
となる。したがって，関数 )(rf に対称操作 R を施すこと[ )(rRf ]は，関数中に現れる座標r
を r1−R で置き換える(＝代入する)ことと同等である3。関数 )(rf に対称操作 R を施した結果
を表現する式としては式(175)でよいが，具体的に(数式としての)関数に対称操作を施す計算
を行う場合は式(174)の方が使いやすい[より具体的にいうと，式(174)で計算をしたあと，式
(175)の形に書き換える]。つまり，関数 f(r)に R を施した結果を得るには，式(174)に従って，
f(r)の r を R−1r'   に置き換え[式(173)]，得られた関数 f(R−1r'   )の r'   を r に書き換えればよい。 
                                                   
1 ここでイメージすべき関数は，たとえば，量子論の波動関数(固有関数)である。さらに具体的には，p 軌道や d
軌道の固有関数や，Hückel 近似のベンゼン環の p 軌道などを想定すればよい。 
2 原子核と電子を一緒に操作 Rˆ で動かすだけであるから，操作後に同じ番号の核が同じ位置に来るように重ねれ
ばピッタリ重なり，操作前後の関数は，当然，まったく同じものである。 





計回りに回転する操作であり，座標r に操作 Rˆ を施すと rr R≡′ となり，関数 )(f に操作 R
を施すと )()( Rff ≡′ となる。左の図の大きな楕円は関数 )(f を表し，右の楕円は )(f ′ , 
つまり， )(Rf を表している。 
 
式(174)はシンプルな例で考えるとわかりやすい。たとえば，高等学校の数学で関数 x-y 平面
に描いた )(xfy = を x 軸に沿って右方向(x の正の方向)に+1だけ移動させたいとき，x を1増やす
から x を 1+x に置き換えて )1( += xfy としてしまうのは誤りで， )1( −= xfy としなければな
らないと習うのと同じである 1 。 x 座標の値を 1増加させて x ′ に変換する操作 R は
1+==′ xRxx であり， )(xf に操作 R を作用させた結果を得るために式(174)を適用すると， 
 )()()( 1xRfxfxRf ′==′ −  (176) 
となる。操作 R の逆操作 1−R は 11 −′=′= − xxRx であるから，これをそのまま式(176)に代入す
れば，式(174)に相当する 
 )1()( −′=′ xfxRf  (177) 
が得られる。式(177)中の文字 x ′を x に書き換えれば，関数 )(xf を x 軸の正方向に+1移動させ
た関数が 




                                                   




)()( rr Rff ≡′  )( 1r−Rf  
)()( Rff ≡′  










r  rr R≡′  r1−R  r  rr R≡′  



























zyx =ϕ=ϕ r  (181) 
ここで， )(rRnl は水素様原子の動径波動関数，n は主量子数，l は角運動量量子数(方位量子
数)であり，r は原子の中心からの距離[ 21222 )( zyxr ++= ]である。それぞれの形は，多く
のテキストに記されているが，どれも“四つ葉のクローバ”型であり，たとえば， 1ϕ は yz
平面内に，クローバの中心を原点に置き，ローブ(“葉”)が軸に重ならないように配置された
形である。また，ローブの符号は y と z の積で決まり，y と z が同符号であれば正(+)，異符
号であれば負(−)となる。 
上記の関数に，対称操作として z 軸まわりの C4回転(90°回転)「 )(4 zC 」を施してみよう。
回転方向の定義として，ここでは，z 軸の正方向に右ねじが進む回転を回転の正方向にとる2。
関数の形がイメージできているので，それぞれの関数が操作 )(4 zC によってどう変化するか
を，(数学的に扱わなくても)次のように予想することができる。 
21 ϕ−→ϕ  (182) 
12 ϕ→ϕ  (183) 
33 ϕ−→ϕ  (184) 
次に，数学的な扱いで上記の予想を確認してみよう。空間の任意の点 ),,( zyxr が )(4 zC に












































































)(4  (186) 
となる。式(174)の )()( 1rr ′= −Rff の計算を行うには， ),,( zyxr を ),,( zyx ′′′′r で表す必要が
                                                   
1 d 軌道には5つの軌道(関数)があるが，ここでの議論では，5個すべてを考えなくてもよい。 




あるから，操作 )(4 zC の逆操作 )(14 zC − による行列表現が必要となる。式(186)右辺の変換行
列はユニタリー行列(直交行列1)であるから，その転置複素共役行列2(直交行列の場合は転置

















































































)(14  (187) 

















































−==′′′ϕ  (190) 

























zyxR ϕ−=−=ϕ  (193) 
となる。当然であるが，イメージにもとづく予想[式(182)～(184)]に一致した結果が得られ






































対する対称操作 R の逆操作 1−R (言い換えると，対称操作に対応する表現行列 A の逆行列
1−A )を用いるべきことを明記しているテキストは少ない。中には，点(座標)に対する対称操
作 R の表現行列をそのまま用いて関数の変換を示しているものもある。にもかかわらず，最
終的に得られる結果(MO)に問題が生じないのは，AO から MO を作る際に用いる射影演算
子の中身として表現行列自身が用いられることはなく，表現行列の指標3が使われるからで
ある。表現行列 A はユニタリー行列であるが，多くの場合，実数成分からなる直交行列であ
るから，その逆行列 1−A は A の転置行列である。したがって，行列 A と 1−A の対角成分は




                                                   
1 atomic orbital の略称。 





























                                                   
1 行列力学の基礎を丁寧に解説している成書として，5.1に示した文献11および12があります。 
2 時間に依存しない Schrödinger 方程式だけで量子的混合状態を理解することは不可能であると思います。 
3 文献11は，同書第6章の冒頭で，「多くの場合この表示の方がシュレーディンガー表示よりも，もっと優雅で
あり，一般的であり，有力なものである」と述べています。 
4 この“私たち”には Heisenberg も含まれています。このあたりの歴史的経緯については， 
「物理・光学の小部屋」(オヤオヤ文庫) http://homepage3.nifty.com/oya2/physics/ の中の 
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